Motivierende Einstiege im Mathematikunterricht

Peter Awecker, Innsbruck

i Maria Montessori: "Erst der Hunger, dann das Essen"., = Heinrich Roth
in "Pddagogische Psychologie des Lehrens und Lernens": "Das Ziel de
Lohrenden mul sein, die Lernbereitschaft des Schilers zu gewinnen,
..t der er schon viel, mitunter schon allea, gewonnen hat."

.lartin Wagenschein, der Verfechter des exemplarischen Lehrens, zchreibt
dazu vom "Hunger machen nach mehr©,

Zum Komplex Motiv und Motivation gibt es vielfdltige Untersuchungen,
eine umfangreiche Literatur und etliche theoretische Ansdtze. Wenn
nun auch viele theoretische Aussagen kaum SchluBfolgerungen auf
schulisches Geschehen zulassen, so hat, glaube ich, doch Kurt Strunz
(in "Der neue Mathematikunterricht in piddagogisch-psychologischer
Sicht") recht, der es merkwiirdig findet, daB die meisten Lehrer,

die inren Schlilern ja etwas beibringen wollen, zwar auf ihrem
Spezialgebiet Experten sind, die Aufgabe der Motivierung aber

nicht mit Hilfe eines tieferen Wissens bewdltigen, sondern meist
gemal einer vorrationalen Intuiticn.

Definition der Motivation in Anlehnung an Heinz Heckhausen (Funk-
Xolleg Phdagogische Psychologie 1):

"Es gibt nicht fur jede konkrete Situation ein eigenes Motiv. Motive
gind vielmehr hochgeneralisierte Wertungspositionen fiir einzelne
"Grundsituationen"., Man kann deshalb Motive auch als widerkehrende
Anllegen bezeichnen."™ Solche Motive sind z.B.:

~ das kognitive Motiv: der Wunsch nach Wissen als. Selbstzweck
- das Lebenszweckmotiv: der Wunsch nach Fdhigkeiten zur
besseren Lebensbewdltigung
- das Leistungsmotiv: der Wunsch nach Steigerung, mindestens
Bewahrung des eigenen Leistungsniveaus

das Machtmotiv: der Wunsch, liber andere zu dominieren

- das AnschluBSmotiv: auch als Sozialmotiv bezeichnet, Gesellig-
i keitsbediirfnis, Hilfsbereitschaft,
! Geltungsbediirfnis.

In welcher Ausprigung und Gerichtetheit dieses Motivsystem vorliegt,
hdngt von den Besonderheiten der individuellen Motiventwicklung ab.
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Motive flhren nie unmitfelbar zu Handlungen. Sie missen erst dvrch
ihnen entsprechende 3ituationsbedingungen wachgerufen und ange-
regt werden.,

sotiviaktoren und 3ituationsfaktoren treten miteinander in
Jechselwirkung und ergeben das, was ich als Motivation be=-
zeichnen mochte. Motivation iat also ain situationsabhingiges
und kurzfristiges Gesachehen.,
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83 gibt auch eine andere Bedeutung flr Motivaticn: nicht die
Schiller zu motivieren, sondern sinen mathematischen Satz, eine
Definition, eine Hilfslinie zu motiviersn, d.h. zu arklédren,
warum gerade diesser 3atz, diese Definition oder Hilfslinie
niitzlich, sinnvoll oder notwendig iast. Dless Dedeutung des
Begriffs Motivation warde ich im folgsenden nicht benlitzan.

Diese Arbeit beachrinkt sich auf dis intrinsiasche, dis sach-
immanente Motivation, 8s werden zum Lribitsa Tail nur zweck-
frele Motivinhalie behandaslt. Hichi basprochen wardsn zwack-
gzbundene Motivinhalte, wach Jerhard Rosenfeld (in *"Theoris

nd Praxias der Lernmotivation”), also lernen uniter dem Zweck
persdnlicher Vorteile {materisller Gewinn), Lernen auf Grund
sozialer Identifikationen (vor allem zur Freuds sozial nahe-~
stehender Personen oder auch im Zusammenhang ait Vorbild-
wirkungen),lernen ala Brfolgsantizipation und MiZsrfolgs-
vermeidung {Steigerung des sozialen Ansehens, Vermeidung von
Blamagen), larnen infolge Zwang und Druck, lLernen aus Cewissena-
zwang, lLernen aus gesellachaftlichea Brfordernis,

Ich glaube, daB die intrinsische Hotivatlon, also die Motivation,

die veon der Sache, dem Unterrichisstoff ausgeht und den 3chille
vorwiegend kognitiv anspricht, die wichtigsts aller Motivations-
moglichkeiten sein sollts.

D.Raufuf:"Ich meine, daf sich allmihlich die Ansicht durch-
Zesetzt hat, dal Kinder im natlrlichen Zustand stdndig von
Neugler brennen und da8 ihr Wunach, nesue Dinge zu verstehen,
fast mit der Intensitdt des Hungeririebes verglichen werdan
kann.,"

H.Roth:"Noch mehr ala beim Tier ist von Anfang an beim Man-
gchen eine 'Triebkraft der Neugier' zu konstatieren, die als
3albstindige Triebfeder und Antricbskraft fUr das menachliche
Handeln gewertet werden darf, "Neugiler®™ ist aber nur der vitale
Ausgangspunkt. Es ist der Uranfang des Badirfnisses nach Be-
wdltigung der Umwelt um der Bewdltigung willen. Der Antrieb ist
so fundamental wie Hunger und Durst. Das Unbekannte, die er-
lebte Schwierigkeit, die erkannte Aufgabe zisht von selbat
ungere Energle auf sich."

Wie 188t sich zweckfreie Motivation beim Zinstieg wecken?
Bine wichtige Rolle spielt dabei die Beschaffenheit der
Probleme, der Beispiele bzw. der Fragestellungen.
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I, Beachaffenheit der Probleme

Von fundamentaler Bedeutung i4st das sog. "Inkongruenzprinzip®:

Die BEinatiegsprobleme sollen vom bereits Vertrauten in dcsier-
tem Male abweichen, um "motivierende Diskrepanzerlebnisse”
hervorzurufen. : :

Dazu D.P.Ausubel (in "Paychologie des Unterrichts®:Bin ge-
mHBigtes Ausmal an Diskrepanz zwischen bestehendem Wissen und
2inar neuen Larnaufgabe ist HuBerst wirksam, um Aufmerkaam-
¥eit zu mobiliasieren.

Wie kann diess Diskrepanz erzeugt werden?

1. Neuigkeit, Wechsel

Wachsal der Themsn (in meinem Vortrag ja eine Voraussetzung -
38 geht um "Binstiege”), Yechsel der Arbeitsform, Wechsel der
HMedien. .

2. Uberraschunz, Verbluffungz

Dem Schiller wird sin Phiinomen dargsboten, das seinsr aus vor-
handensn Xenntnissen abgsleiteten RBrwartung widerspricht.

Aufgabe 1: "Wirfel von Bradley Efron"
Vier verschiedenfarbige Wirfsl mit speziellen Zahlen:

rot: 4,4,4,4,0,0
grun: 5.5'5!1l1|1
blau: 16,2,2,2,2
achwarz3,3,3.3.3.3

Spielregel: Der Spieler A whhlt aus den 4 Wirfeln einen
belisbig aus. Aus den Ubrigen 3 Wirfeln wihlt der
3pielar B einen aus. Beide Spieler wlrfeln (10-mal
oder 20-mal). Wer die grifSers Augenzahl wirfelt,
hat jewalls gewonnen,

Durchfithrung im Unterricht: Der Lehrer spislt als 3pieler B
zagen dle Schiiler, Seine Strategie: Er wHhlt immer den Wirfel,
der in dem Zyklus rot, grin, blau, schwarz, rot dem folgt, den
der Schiiler gewdhlt hat. Dann betrigt seine Gewinnchance flr
jed;a Einzelspisl: 2/3; bei 10 Spielen: 79 %, und bel 20 Spielen:
91 %. '
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2.B.: Schiler rot

Lehrer grin
1/3 N/B
fur den lLehrer:

0 4
i 1 1 i 2 1 2
.+s+0"a
3:273°273°273 1/2 1/2 1{?/ 1/2
oder: 36 Moglichkelten
24 glinatige MBglichksitsn 1 i 5
3 3 ¥ S

> "hat dia gzrdBere Wahrscheinlichlkeit szu siagsn®
griin > rot, blau > griln, schwarz > blau, rot > achwarz {111)
Diese Relation ist nicht $ransitiv!

Aufzabe 2: "Teanismatch” {aus “"Wahrgcheinlichkeitsrechnung
und Jtatiastik 1" von A.Bngel)

2in Vater sagt zu seinem Sohn: "Du bekommst mehr Taschengeld,

7enn Du von drei Tennispartien, die Du abwechaselnd zgegen aich

und Deine Mutter spielat, zwel hintereinander gewinnst.”

Der Vater 1st der stHrkere 3plsler. Soll der Junge zuersi

gegen den Yater oder zegen die Mutter splelen?

Annahme: & ... Wahrscheinlichkeit, g=gen den Vater zu gewinnen
b ... #ahracheinlichkeit, zegen die Mutier zu gewinnen
»>a

Alternative I: Vater - Hutter- Vater

1-f///\\\?

Py = (1-a).a.b + a.b = a.b.(2-a)

® [ b
- |

8

Alternative II: Mutter - Vater - Muiter

1-b/\ b

n 8

) 3
bL ‘pI - op = a.b.{b-a) >0

Die Alternative I ist flir ihn ginstiger!
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. Verwirrun weif wiBheit

Aufgabe 3: "TorachuB”

Skxizzierung der Unterrichtseinheit: Anknlipf

niederlage eines prominenten Verains erzaﬁlzngain g;g ggspall-
Trainer mit den SchuBleistungen seiner Stlrmer séhr unzu-
frieden ist. Bs geht um die Mannschaftsaufstellung flir das
ndchste Splel. Der Trainer behauptet sogar: "Ihr trefft ja

nicht einmal das leere Tor™. SchlieB8lich
am Rasen die folgende Markierung: . zeichnet der.Trainer

Vsvsonos

yie soll nun das WettschieBen organisiert werden? (Gruppenarbeit
oder Diskussion)

Von wo aus soll geschossen werden?

Wovon hdngt die Prefferwvahrscheinlichkeit ab?

Ton welchem Punkt der Markierung aus triff+ man am besten?
Mégliche Antwort: Streckensymmetrale. Warum? Da ist das Tor

am "groBten". Gibt es ein MaB, mit dem man diesen Sachverhalt
messen kdnnte? '

Der Sehwinkel.

Um wieviel ist nun der Winkel "in der Mitte" grifSer als am

~ Rand? Nach welcher Gesetzmifigkeit nimmt der Sehwinkel ab?

‘(Gruppenarbeit)

Es bricht die Vermutung durch: die Winkel sind ja gleich gro8.
gihd sie wirklich gleich grof8?

Es folgen Beweisversuche.

Dieses Beispiel eignet sich als Binstiegsbeispiel flir Bewelse
der Geometrie.

ufgabe 4: "Autounfall” ("Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik 1" von A.Engel)

Vier Brider hatten gleichzeitii den Fihrerschein erworben.Nach
einem Janr waren sie in 5 Unfdlle verwickelt. Davon entfielen
4 auf den jungsten Bruder Xarl. Darauf kommt es zu folgendem
Dialog zwischen Karl und seinem Vater:

Yater: Karl, du darfst den Wagen nicht mehr benuizen, du bist

zu leichtsinnig!

Zarl: Ich bin go gut wie meine Brilder. Ich hatte nur Pech.

. sees Jchillerdtskussion

Xarl:Hler sind 4 Urnen und die 5 Unfdlle sind Xugeln. Diese
Kugeln wurdem von Zufall auf die 4 Urnen verteilt, und
auf meine Urne entfielen 4 Kugeln.

Yater: Das ist Sehr unwahrscheinlich!

Tarl:s Rechnen wir nach. Wenn die wahrscheinlichkeit fiir ein
so axtremes Ergebnis kleiner als 2 4 {st, dann will ich
mich schuldig bekennen.

Vater:Und ich will dich freisprechen, wenn die ¥ahrschein-
lichkeit daflr grdfer als 6 % ist.




«es« Schiler rechnen

Der Vater rechnet: 5 Kugeln kann man auf 4 Urnen auf 45 Arten
verteilen. Extreme Verteilungen mit 4 oder 5 ¥ugeln in der

ersten Urne gibt es 16. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist 1,56 %.

Vater: Also bekennst du dich schuldig?

Karl: In dieser Rechnung lst ein Vorurtell gegen mich eingebaut.

was mir passierte, hdtte Jjedem der % anderen genauso
pagsieren kdnnen. Du nudt das Breignis deirachten, dz8
4 oder 5 Kugeln in irgendeine der 4§ Urnen fallen. Dafiir
zibt es 4-mal mehr glnstige Fille, dis Wahrscheinlich-
keit dafir ist 6,125 /. Also bin ich freigesprochen?

Wer hat recht?

Aufgabe 5: "FlHchenteilung® ("Ein geometrisches Beispiel zum
problemorientierten Unterricht® von H.Siemon in
"Der Mathematikunterricht™ 1976/Haeft 3)

Zin beliebiges Parallelogramm {ABCD) soll von sinem Bekpunkt

A aus durch zweli Halbgerade in drei flHchengleiche Taile zer-
legt werden. Es sind also Punkte ¥ und ¥ zu beatimmen, die auf
den Strecken DC bzw. BC liegen, so dad P (AXD) = 1/3.F(ABCD) =
= P(AYB), wobel jewells mit F(Q) der Flicheninhalt 2ines 2in-

fachen Polygons bezeichnet wird.

Eine mdgliche Einkleidung zu dieser Aufgabe wHre: Ein Farwmer
hinterliBt seinen drei Sohnen sine parallelogrammfdrmige Obat-
plantage ABCD, die in dem Punkt A sine Quelle besitzt, Das
Testament bestimmt, daB jeder Sohn ain Drittel der Plantage
erhalten und Zugang zur Quelle haben soll. Wle mlissen gerad-
linige Zdune von A ausgshend angebracht werden, damit jedsr
Sohn zu seinem Recht kommt?

In Schulversuchen wurden von den Schillern folgende L¥sungs-
vorschlige erarbeitet:

D

FBAY = X YAX = ¥ XAD
(Winkel bei A dritteln)

DB durch D1 und D2 dritteln!

y " DC {Y}=An2nac

Mittelparallele UV wird durch T,3

/g T gedrittelt
]
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Mittelparallels MN wird durch
Q, R gedrittelt

Y X = Xc BY = YC
D, D
h By
B D wird durch Dy, D, gedrittelt
B1 BC wird durch Bt’ 32 gedrittelt
A B

Die Aufgabe verfihrt zu vielen falachen Ansitzen, dersn
Kldrung reaktivierend auf bereita vorhandene Kenntnisse
wirkt oder fir den Schiiler neue Gesichtspunktie arschliet.

4. Provokation

Aufgabe 6: "Quadrat —) Rechteck®

Bin Quadrat (8 cm X 8 cm) soll passend zerschnitten werden und
dia Teilstlicks sollen zu einem Rechteck (13 cm X 5 cm) zusammen=-
gelegt werden.

' ] 5
3 5 }
5 3
I ‘;I;J
5
Wis gro8 ist der Flicheninhalt von Quadrat und Rechtack?
Von wo kommt das 1 cm@?

Das Zusammensetzen zum Rechteck ist nur scheinbar aglich.

Beweis mit: Strahlenaatz
oder Winkelfunktion
oder Analytischs Ceomeirie

T~




Voraussetzung:
1.5-‘-'-3;-0--1.5:&
2.¢BAD-¢--90°
3.4 ABC =8 = 93°
4. X = 8 (A,B)
K 5. 1 = s (C,D)
6. knl= {8}

Behauptung: @ = B

Beveis:

1. SA = SB

2. 5C =95D

3, A SAD = A SBC (S8S-Satz)
4. € SAD = < SBC

5. « SAB = &SBA

6.a= B

o Phantasievolle Verfremdung:

Aufgabe 8: "pAjexanders Schild”

Der lLehrer erzihlt die folgende geschichte: Alexander ist mit
zahllosen Getreuen in Gefangenschaft geraten. Der Tyrann
2althesar will einen Gnadenerlad geben. Alexander darf mit
seinem Dolch auf einem kreisrunden Schild gerade Linien ein-
ritzen. AnschlieSend werden s0 viele Getreue freigslassen, wie
Pelder auf dem Schild entstanden 8ind.

Wisviele Getreue kann Alexander durch Binritzen von 8 geraden
Linien h¥chstens befreien? :

(spiter: Wie viele Getreue kann Alexandaer durch Einritzen wvon
n geraden Linien hichstena befreien?)

Die Schliler werden erkennen, daB das Problem fir 8 Linilen
vaum zeichnerisch zu l1lbsen 1st. Vielleicht versuchen sie ea
fir weniger Linien. Sie miassen eine optimale Strategie ent-
wickeln: Jede neue Gerade 801l 80 viele Schnittpunkte be-
sitzen, wie berelis Gerade vorhanden sind.

Damit erhiilt man eine Rekursionsformel:
F(n) = M(n=-1) + n fir n > 1 und F(1) = 2

Diese Rekursionsformel ist bei grofen n-Werten sehr um-
stindlich. Wie lautet eine explizite Formel? Vermutungen

der Schuler werden Uberprift. Beweis mit vollstindiger Induk-
tion.

S SI——
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Aufgebe 9: “"Stellenwertsysten” ("Stellenvertsysteme-Einstiegs-
uné Anwendungesprobleme® vor A.¥itzel und R.Stoweeser
in “Der Mathematikunterricht® 1977/HE.1)

Finlmieruns eines Gewichisaizes:

bDer Lehrer erscheint gum Unterricht mit eimer Balkenwasge und
einer herkdmmlichen Gewichteatz. Einige Gegenstéinde werden
gevwogen; die Schiiler notieren sich éie Gewichte fir bestimmte
Wégungen. Sie sehen schnell, daf men sus den Einzelgewichten
1,2,2,5,10,20,50,100g jedes CGewicht bis 210 £ zusammensetzen
kEsnn. Geht nun ein Gevichtestein verleoren - z.H. ein 2g-Stein -
#c lassen eich zunfichet besiimmte Grifen- hier 4g, 9g, 14g usw. -
nicht mehr herstellen. Wae ist zu tun? Schiller merken bestimmt,
daf 4 nicht nur durch 242, eondern auch durch §-1 dergestellt
werden kann, und legen den 1g-Stein suf die endere Waagschale.
Sofort teucht die Frage auf, ok jede GriBe durch diesen Trick
herzustellen iet; dee weiteren, ob asuch andere Steine verloren
gehen dUrfen, oder ob sogar mehrere Steine fehlen durfen.

Diskussion: Wie findet man einen Gewichtsazsats mit mdglichst
wenigen GewichtsstUcken?

K(1) = 1 K(n+1) = 2.(R(1)+K(2)+...+K(n)) + 1
K(1) = 31! 1<3<p
1,3,9,27,81,243,729,...

Die Merktafel des Goldschmiedes:

Ein Goldschmied, der mit unserem Gewichteatz 1,3,9,... arbeitet
und seine Legierungen selbst herstellt, muf hiufig 585 g Gold und
415 g Kupfer wl gen, ebensooft 333 g Gold und 667 g Kupfer,
echlieflich noch 900 g Silber und 100 g Zink. Er hat ein
schlechtes Gedlichtnis und ist ein noch schlechterer Kopf-
rechner, deshalb etellt er sich flr diese ghngigen GroBen

eine Gewichtstabelle her.

729 243 81 27 9 3 1
585 r 1 T r 1 o o
415 b o 1l 1 (] r o r
333 o b o r o r o o
667 r o 1 r 1 o r
900 r T 1l o r o) o
100 o o r r 1 ) T

Zusemmenlegen von Gewichten:

Unser Goldschmied hat flir seine legierung eine bestimmte
Masse Gold und eine bestimmte Masse Kupfer abgewogen. Seine
Gewichte waren flir Gold r r o r 1, fir Kupfer r 1 r 1 o.
Nachdem die Leglerung hergestellt ist, will er nachprifen,

ob beim Verschmelzen nichts verloren gegangen ist. Ds er

nur einen Gewichtssatz besitzt, beginnt eine langwierige
Prozedur: Ubersetzen der "Zahlen" ins Zehnersystem, Addition,
RUckUbersetzung.

Frage: Kann man die Gewichte nicht direkt bestimmen?
rrorl + rlrlo = 2

Addition von Gegengewichten: fithrt zur Subtraktion:
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Wegnahme eines Steines von der rechten Seite =
= Hinzufugen eines gleichgroBen Steines auf der linken Seite.

Substraktion von r r 1 o 1 entspricht addition von 1 1 r o r.
11ror 1ist Qegengewicht venr r 1 o r.
Regel: Man subtrahiert ein Gewicht (eine Zahl), indem man das
Gegengewicht (die Gegenzahl) addiert.

Beispiel: ro 11 =

daher: roll: -

Multiplikation: Einkleidung: Masse Gold muB verdoppelt
verdreifacht
verzwanzigfacht werden.

Beispiel: rloor.3=rlooro
rloor.9=rloorogo
rloor.2T=rloorggoo
rloor.200=rloor.27T-rloor.9+

+rloor.3-rloor=
=rloorooo~-rlooroo+trloor o-
-rloor=rlooroootlrool o o+
+rlooro+lrool=rl1l1lllrl
rloor.rlrl
rlooraooo Addition
lrooloo =~ Subtraktion (Gegenzahl!)
rlooro Additon
lrool - Subtraktion (Gegenzahl!)
rlllllrl

Bemerkung: Das Stellenwertsystem wird unabhlingig vom Zehner-
system entwickelt.

II. Wertigkeit der Probleme

AuBer der Beschaffenheit der Probleme 3pielt auch die Wertig-
keit der Probleme eine entscheidende Rolle. Dieser zwelita

Block von Einatiegsmotivationen fuBSt auf dem "Nitzlichkeits-
prinzip":

B—
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Die Einstiegsprobleme. sollen dem Schiler ein wie immer
geartetas Gefiihl des Bezuges auf seine Zukunft geben. Es.
aollte bei ihm der Eindruck entstehen, durch den Umgang mit
dem Problem davon etwas zu haben.

Zur Anwendung im Mathematikunterricht mochte ich dreimal
H.Freudenthal {aus "Mathematik als pdagogische Aufgabe™)
zitieren:

"WYenn wir winschen, dafl der qchiller die Mathematik auch
apnzuwenden lsrnt, so miissen wir es ihm erleichtern; wir
sollen die Schranken, die die Mathematik umgseben, abbrechen.
Wir sollen Mathematik so viel wis nbtig in den anderen
Wissenschaften anwenden, damit der Schiller das Anwenden
larnt. Wir sollen ihm nicht Bezishungalosigkeit vorapiegeln,
wenn wir wiinschen, dag er die Beziehungen kennenlernt.®

"Den Mathematiker mdge ein freischwebendes System der
Mathematik interessiersn - flr den Nichtmathematiker sind
die Beziehungen zur erlebten Wirklichkeit unvergleichlich

wichtiger."

"Wenn man sagt, man wisse nicht, wie der Schiller einmal die
Mathematik anzuvwenden habe, SO jst es hiufig sine Ausrede
dafir, da8 man selber nicht weif, wie Mathematik angewandt

Der Auftrag des Lehrplanes wire sindeutig: "Bel der Ein-
fithrung eines neuen Stoffgebietes .8ind als Ausgangspunkte

nach Moglichkeit Probleme aus anderen Wissenschaften oder

aus dem tiglichen Leben zu widhlen., Im AnschluB an motivierends
Beispiele ist eine Formalisierung oder Exaktifizierung...."

1. Anwendung

In den folgenden Beispielen wird von realen Problemstellungen
und nicht von abstrakten mathematischen Begriffen oder Ver-
fahren ausgegangen.

Aufgabe 10; "Einfilhrung der Winkelfunktionen" (aus "Mathematik
Oberstufe 2" wvon Birger, Fischer,lalle)

Begonnen wird mit einem xonkreten Problem aus der Landvermessung.
Es wird eine Standlinie featgelegt. Abatand und ¥WinkelmaB werdsn
mit Entfernungsmesser und Theodoliten gemsssen, o=n erndlt die
Polarkoordinaten der Eckpunkte.

Wie kann man aus den Polarkoordinaten die cartesischen Koor-
dinaten errechnen? Das Problem der Umrechnung filhrt uns {(aus
Griinden der NUtzlichkeit) zur Einfithrung bzw. Definition des
Cosinus und des Sinus.

Man sage nicht,"ja, sonst macht man es halt umgekehrt: man fihrt

zuerst den Sinus ein und dann rechnet man eben Anwendungsbeispiele
Die Reihenfolge ist es eben, die hier motiviert.

e et SRl
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Aufgabe 11: "Schwimmender Baumstamm" (aus "Angewandte Mathe-
matik® von G.Tischel)

Bin Baumstamm aus Basaltholz liegt im Wasser. BEr hat annlhernd
die Form eines geraden Zylinders. Wie tief taucht der Baumsismm
in das Wasser ein?

vereinfachtes Modell: Querschnitt kreisfirmig
gerader Zylinder

3...0evicht des Baumatammes
F...0ewicht des verdringten Wasservolumens

@ = P (Archimedes!)

Flicheninhalt dss Kreissektors:i/ .rz.a
Plicheninhalt des Dreilecks: 1/2.r°.ain a
(a... Bogenmag)

F = (1/2.r%.0-1/2.7%.81n a).p .81
G = rz.".l-PH.g

Py= 1 5/003
P= 0,2 g/cm3

r-h

" T

= 0-gin @ cos % =
F: x ?* x-8in x- %;

Gesucht ist die Nullstelle dieser Funktion.

An dieser Stelle muB ein mathematisches Verfahren sntwickelt
werden: Halbierungsverfahren oder Sekantenverfahren (regula falsi)
oder Newtonverfahren.

Ergebnis: a ™~ 2,11 rad (unabhdngig von r!).
2.B.: r =30 cm, h ™ 15 cm.

Aufgabe 123 "Schuldgeschdft” (aua "Mathematik fUr Studienanfdnger®
von G.Tinhofer)

Jemand leiht sich 1000 S und zahlt diese samt den Zinsen in dretl
Monatsraten zu je 400 8 zurlick. Wie hoch ist bei diesem (flr
den GlHubiger sicher guten) Schuldgeschédft der Zinsful bel
einer monatlichen Verzinsung?

unbekannter Zinsfu8: x

nach einem Monat: 1000.(1+x) Schulden
400 getilgt
600+1000 x Restsachuld

nach zwei Monaten:(600+1000x).(1+x) Schulden
400 ) getilgt
1000x §1600x+200 Restschuld

nach drei Monaten: (1000x<+1600x+200).(1+x) Schulden
400 gstilgt
1000x3+2600x2 +1800x-200 = O Restachuld

x+2,6x2+1,8x-0,2 = O x ~ 0,097 (9,7 %)
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2. Querverbindung

Bel der Aufgabe 11 und den folgenden Aufgaben 13 und 14 spielt
auler dem Anwendungsbezug auch die Querverbindung zu einem anderen
Fach eine motivierende Rolle.

Aufgabe 13: "Kritische Temperatur" (aus "Mathematik fir Studien-
anfiinger" von G.Tinhofer)

Jedacht ist diese Aufgabe als motivierendes Binstiegsbeispiel
fir die immer noch sehr beliebten Kurvendiskussionen.

Zustandsgleichung flUr ideale Gase: p.V=R.T (fir 1 Mol?
R=8,314 J.K~!.mol"

Bel idealen Gasen wird das endliche Volumen der Gasmolekliile
vernachlidssigt und die Anziehungskraft der Moleklile untereinander
nicht berlickaichtigt.

Fir reale Gase hat nun Van der Waal die folgende Zustandsgleichung

aufgestellt:
(p+7% .(V-b) = R.T
a.10* N.n*  b.10%07
0, 1334 31,8 Y
.H50 5356 30,5
B8 33,3 23,6
Wenn T=const.: ideal p.V = const. " \\\. WV
7) _ BT - -2 AP
real p(V) b ;3 . 5
> \'4

Verhalten eines Gases bei niedriger Temperatur T,:

Bei Volumensverkleinerung reagiert das Gas zunidchst mit einem Druck-
anstieg. Ist p groB genug, so setzt eine Verflussigung des Gases

ein. Der Druck s8inkt wieder. Erst, wenn der Grofiteil deas Gases 7
verfllissigt ist, setzt ein weiterer Druckanstieg ein. o

P

L}
> U

(Auch bei hdheren Temperaturen ist noch derselbe Effekt zu beob-
achten. Allerdings wird mit steigender Temperatur der Unterschied
zwischen Druckmaximum (relativ) und Druckminimum (relativ) immer
kleiner. Auch rUcken die Stellen, in denen die relativen Extrem-
werte angenommen werden, immer ndher aneinander).

Verhalten eines Gases bei hoher Temperatur T2:
Je griBer die Temperatur, desto mehr verhdlt sich das Gaa wie

ein ideales Gas. p.V = const.

P

—v fast eine Hyperbel
T

>V
/
Es ist keine Verflissigung mdglich!




Verhalten eines Gases im Grenzfall ('1‘k = kritische Temperatur):

"Hoker"” und "Mulde" sind gerade verschwunden. Es gibt nur mehr
einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente.

p
daher p'(V) = O
A P(V) =0 1!
Te .
>V
R.T 2a
p'(V) = —=— + =%
(V-b) v
2R.T 6a
p"(V) = 3 - =
 (v-b)? v
R R,T __ 2a _
PV = 06 ey = 5 oy Verig = 2P
2R.T 6 Shdnca- 8
" - e, =~ _ o8 = a
p"(V) = 03 gy Sl Terit = Z70R
PA
a
e T Ty <M <T
j » 5V
3b 4
Beispiel:
Helium & = 33,3.10° Nno?
b = 23,6.10'6 mo
R = 8,314 JK 'ma1”

o

? Tyrig = 5K

S Tu—————————_— R Sl P
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Schiiler reagieren auf Motivierungsversuche sehr verschiedenartig.
Bs widre daher villig falsch, sich auf einzelne Motivierungs-
mtglichkeiten zu beschrinken. Das Beispiel 14 soll Schiller an-
sprechen, die sonst mehr geiateswissenschaftlich oder musisch
orientiert sind.

aufgaba 14: "Der Spieler" von F.M.Dostojewski

In der Novelle "Der Spisler" gibt eas sehr anregende Beschreibungen
des Roulettespiels. Die Novells (vollstindig im Deutachunterricht
oder ansschnittweise im Mathematikunterricht zelesen) ist eine
Binstisgamglichkeit flUir die Wahracheinlichkeitsrechnung.

3. Verallgemeinerungsn

Untersuchungen haben gezeigt, dal Stoffe sder Informationen
dann besondera motivierend wirken, wenn mit ihnen Verallge-
meinerungen, Grundprinzipien, Exemplarisches oder weitere
Anwendungsmglichkeiten im Fach selber und zauBSerhald aufge-
zeigt werde .

Aufzabe 15: "Reflexion®

Problem A; Vom Punkt L gehen Lichtstrahlen aus. Sie werden an
2inem Spilegel reflektiert. Ein Strahl gelangt in das Auge A,
Wo wird jener Lichtatrahl sm Spiegel reflektiert? Es gilt

das Reflexionsgesetz.

ch‘ s A

Problem B: Bine Billardkugel L soll die Xugel A stoBen. Da
die Kugel B im Weg ist, mu8 L den Umweg Uber den Tischrand
nehmen, Wo muB sie den Rang berlhren?

-9
~-=-""A
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Problem C; In A ist ein Peuer ausgebrochen. Der Helfer muB .
von L aus, auf klirzestem Weg, zum Flu8 und dann nach A. 7
(Auch hier wird das Reflexionsgesetz erfiillt!) -

Lx 65A

o8
FTT T TTT T T T T TroeTTovryryrrrry

Die Probleme A und C k8nnen auf dis "Brachung" erweitert werden,
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4.3plel
Das Spiel wirkt motivierend durch die notwendigerwelse vor-
handene Selbsttdtigkeit des Splelsrs, durch die Mdglichkelt,

8ich mit etwas Neuem zu veschdftigen, und durch das Brreichen
einer Wirkung.

Das Spiel ist auch speziell fUr den Mathematikuntarricht
wichtig, well spielerische Verhalitenasweisen Bigenschaften
aufweisen, wie sie auch hlheren mathsmatischen Denkformen
2igen sind. Bs besieht eine spezlelle Verwandtschaft zwischen
Spiel und Axiomatik.

Auch hier schadet natirlich Binseitigkeli®. Freudenthal warnt:
"Das Spiel wird auf niledrigem Hiveau gerne und =it Recht al
Motivation beansprucht. ¥Man verlasse sich abzr aul das 3ple
nicht. Bintagsspliele kinnen erlebte Wirklichkeil alcht a2z~
setzen. Die erlebte Wirklichkeit soll das 3kelett 3ein,

das die mathematischen BErlebnisss verbindet; 3Spiele, wie
motivierend und reizvoll sie auch sein mdgen, k¥nnen das nicht
ersetzen.

3
15

Aufgabe 16: "Rubikwiirfel"

Durch ein ausgeklligeltea Achsensystem lassen sich die 26 Mini-
wirfel, aus denen er zusaumengesetezt ist, verdrshen.

Der Wirfel kann im Unterricht aicht nur als Modell fUr eine
nichtkommutative Gruppe verwendst werden, er dient auch 2ls
Beispiel dafiur, da8 es fUr den Austausch von Informationen
oder einer Strategie notwendig ist, eine gemeinsame 3prache
mit genau definierten Begriffen zu entwickeln.

Aufgabe 17: "Der Turm wvon Hanoi"

Auf der Weltausstellung 1889 in Paris hatte der frm z¥sischs
Mathematiker Lucas etliche mathematische Splele ausgestellt.
Darunter das Turmspiel: Sechs kreisfdrmige Scheiben 3ind

der GrtBe nach auf elinem der drei Stifte gestapelt. Ziel

des Spiels ist es, den Turm auf einen der anderen Stifte
umzubauen., Dabel mlUssen die Scheiben einzeln von einem Stift
auf einen anderen umgelegt werden, ohne dal jemals eine
griBere Scheibe auf eine kleinere gelegt werden darf.

Uns interessiert die kleinste Anzahl der Umlegungen fUr den
Umbau des Turmes nach den Spielregeln.
Verallgemeinerung: nicht 6 Scheiben, sondern n Scheiben!

Das Turmproblem bietet einen fast spielerischen Zugang zur
vollstdndigen Induktion. Auf den ersten Blick wird es gewiB
nicht durchachaut. Andererseits ist es elementar genug, um

von Schiilern bezwungen zu werden. Die Anzahl der Umlegungen
bis zu 4 Scheiben 1HBt sich leicht durch Probieren feststellen.
Beim Hantieren mit den Scheiben wird aber klar, dad die Ant-
wort auf die entsprechende Anzahlfrage fUr TUrme aus 20 oder
mehr Scheiben sicher nicht durch Probleren gefunden werden
kann. Man versucht daher, eine 3trategie zu flinden.

Rekursionsformel: U(1) =1 U(n+1) = U(n).2+1 fir n > 1
Vermutung: U(n) = 2" -1
Beweis: durch vollstdndige Induktion
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III. Unterrichtam |

gicht nur die Herkunft der Probleme und nicht nur die Beaschaffen-
heit der Probleme ist flr die Motivation von groSer Bedeutung,
sondern auch die Art, wie die Schiler mit den Problemen xon-
7rontlert werden und wie sie an den Problemen arbelten. Bs ist
also auch die Unterrichtasmethode, die motivieren oder ab-
achrecken kann.

paza das "Prinzip des aktiven Lernens® (nach B.Wittmann):
"Der Lehrer sollte sich dariber im klaren 3sein, daB seine
Instruktion wirkungslos bleibt, wenn sie nicht durch eine
sxtive Zonstruktion seitens des Schiilers erghnzt wird. Daher
miigsen Aktivitdten organisiert werden, die den Schiler in
eine intensive Auseinandersetzung direkt mit den Gegenstand
bringen. Die beschauliche Betrachtung von Lehrblichern oder
von Lehrervortrigen ist nutzlos.”

2s genlgt nicht, die Neugierde der Schiilsr zu wecken, man muf
auch darauf achten, daB sis geweckt bleibt. Dies Zeschieht
vor allem durch SelbattHtigkeit. Dazu ein Ruckblick auf die
besprochenen Aufgaben:

i "Wirfel von BEfron": Schiller suchen Strategie und Begrlundung
2> "Pgpnismatch®: Schiiler argumentieren in Gruppen, welche
der Alternativen glinstiger ist
3 "Torschu8": Schiller stoBen selbst auf die Behauptung
1 "Fihrerschein": Schiller argumentieren in Gruppen
5 "Fléchenteilung": Schiler steller selbst Behauptungen
auf, verwerfen sie, begriinden aie
"Quadrat - Rechteck": Schiler setzen selbst das Recht-
o o eck zusammen
#90° = 93", Schller suchen den Fehler im Bewelis
mAlexanders Schild": Schiiler suchen Strategie und Formel
"Stellenwertasystem”": Schiller suchen minimalen Gewichts-
satz, stellen Zahlentafel auf, suchen Additions-
regel uswv.

Beasonders deutlich steht bei der Aufgabe 18 die Methode im
Yordergrund.

Aufgabe 18: "Ein Unterrichtsgesprich zu dem Satz Buklids Uber
das Nichtabbrechen der Primzahlenreieh”

"Der antike Beweis filr die Irrationalitdt der Quadratwurzel

aus 2". Zwei Unterrichislehrginge von Martin Wagenschein (nachu-
lesen in "Der Mathematikunterricht" 1962 Heft 4%, entwickelt
nach dem Prinzip des exemplarischen Lernens.

Mit der Durchfihrung eines solchen Lehrganges kann man meiner
Meinung nach einige Schiler dazu bringen, sich intensiver mit
der Mathematik zu beschiftigen, also ein Einstieg nicht in ein
spezielles Kapitel der Mathematlk, sondern Uberhaupt in dle
Mathematik.

Zitate aus dem Werk "Unterrichtsrezepte” von Jochen und Monika
Grell, in dem vehement gegen die Ubliche Motivationspraxis im
Unterricht Stellung bezogen wird:

Gy
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"Die heute glingilen Motivationstheorisn m¥gen wissenschaftlich
noch 30 interessant und brauchbar sein: als Interpretations-
und Handlungsrezepte flir Lehrer =ind sie entweder unbrauchbar
oder schiddlich oder beides.”

"Der erate grofe Fehler des Motivaticnsbegriffs iat, daf das

Wort zur Zauberformel geworden ist, die beinahe alles be-

deuten kann. Bin zwsitsr Pehler des Motivationskonzeptes

ist die unselige Unterscheidung zwischen primirer und se-
kundidrer Motivation. Diese Begriffabildung transportiert

den verwirranden Aberglauben, daB man Motivationszusténde

bei Schillern entwedar von auflen sinschalten kann oder aber,

dald sie der einzelne Schiller von sich aus "innerlich® einachaliet -
und daf man dieses innerliche Einschalten angeblich durch
geschickte "Motivation" von auflen anschalten kann."

"Der motivierende Stundeneinstiegz i3t ein Mythos. Er ist

nur deswegen so lebendig, weil so viele Lehrer sinen so
starken Glauben an seine Wirksamkeit haben. Und dieser (laube
ateckt sogar Theorstiker an.”

"Verfihrungsunterricht! Lehrar bemlthen sich, die Schiller
durch irgendein eindrucksvolles Erlabnis, das sis meist Aan
den Stundenbeginn zu legen versuchen, =20 stark zu motivieren,
da8 dis Schller zar nicht mehr merken, da8 sie stwas lernen
gollen und worum es sich genau handelt.”

"Wag wir kritisieren, ist, dag8 der lshrer es absichtlich
vermeidet, den Schlilern reinen Wein einzuschenken, und zwar,
well er von zwel Annahmen oder Erwartungen ausgeht, n#mlich
ergtensg, da8 der bloBe Stoff als solcher flir die Schliler
abschreckend oder langweilig sein mlisse, und zweitens, 4ag
man deswegen verhindern milsse, da8 die Schiller den unver-
kleideten Stoff zu Gesicht bekommen.”

"Sie werden dabei feststellan, dad auf viele dieser Einstiege
Namen wie die folgenden paasen: Werbetrick, alberner oder
lustiger Gag, Strohfeuer, Verflihrungsversuch, bewuBites An-
lligen, Theaterspielen, vom Thema ablenken, Effekthascherei,
absichtliches Zurlickhalten von Informationen, Kindertilmelei,
umstdindlicher Umweg, Kinder nicht ernst nehmen, Ritselraten,
Kinder hereinlegen oder in eine Falle locken, Kdderungs-
versuche, den Unterrichtastoff verzuckern, tarnen, verkleiden,
etwas ala wertvoll darstellen, waa man selbst fir wertlos hidly
usw. Auch, wenn diese Charakterisierung bidswillig gewdhlt ist -
sia bezeichnet prHzise die Manipulationstendenzen in unseren
Motivationsversuchan."

"Fagsan wir unsere Xritik an den schuliachen Motivations-
gebriduchen zusammen. Die latente Funktion dieser Sitten

besteht nicht darin, den Schillern das Lernen zu erleichtern,
sondern den Lehrern das Unterrichten. Denn in Wirklichkeit

geht es um dies: Man nimmt in Xauf, dag 2in Unterrichtsein-

stieg nach dem Motivationarezept den Schillern die Mdglichkeit
nimmt, sich bewnBt flir den Gegenstand zu engagieren, und

tauscht dafUr den Vorteil ein, da8 gleichzeitig die Mdglichkeiten
der Schliler eingeschrinkt werden, sich bewult dagegen zu
entscheiden. Denn Schiiler k&nnen nur schlecht stwas ablehnen,

von dessen Existenz sie gar nicht wissen, oder das sie nur nebel-
haft wahrnehmen."

Die Grell stellen dem motivierenden Einstieg den informierenden
Einstieg gegenliber. .
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